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Série 4 -Dynamique des fluides Newtoniens

Exercice N°1 : Ecoulement de Couette (plan)

1. L'écoulement est dans le plan (xy) et unidirectionnel selon x, on peut donc admettre
que les composantes de vitesse selon y et z sont nulles. D’autre part I'écoulement est
incompressible donc :

‘ﬁ'-r,i={}=8ux+ 8,'%+ 8;/
ox by Oz

On en déduit donc que u = (u, (), 0,0).

2. Les équations de Navier-Stokes se réduisent a :
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Les 2 derniéres égalités nous disent que la pression ne dépend que de x et comme la
vitesse ne dépend que de y, la premiére égalité nous dit que :

a_p_ &u

u—: = K, K est une constante

cx ay-

Ceci conduit a : p(x) = Kx + C (ou C est une constante). Comme p = p;en x = 0
et x = L, on en déduit donc que K = 0 et p = p, partout. Les conditions d’adhérence du
fluide aux parois sont :

4 (y=0=0
u (y=h=U
La relation (5.92) s’intégre sous la forme :
&%u,
— = 0=u =ay+b
oy

On trouve les constantes a et b avec la relation (5.93), ce qui conduit a :

u, (y)=Uy/h
3. le débit masse par unité de largeur de plaque est :

h
h
Qm = pj“’x (,_.‘r‘)d}" = pU—
: 2

Exercice N°2 : Ecoulement de Poiseuille (tube)
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1. On se place dans le repére de coordonnées cylindriques (r,0,7). Lécoulement est uni-
directionnel selon z et la symétrie de révolution rend la vitesse indépendante de 6. Enfin,
I'équation de continuité donne :

V-ﬁ=0=%+l%“ 4 2
r r 00 oz

On en déduit donc que U= (0.0,u, (r)).

2. Les équations de Navier-Stokes écrites en coordonnées cylindriques (voir annexe) se
réduisent i :

Oz_ﬁp ,ud[rduz)
oz rdr\ dr

Les 2 premiéres relations entrainent que p ne dépend que de z et la 3° relation conduit a :

du.
d_Pzﬂi[,, iy

—) = K, K est une constante
dz  rdr\ dr

Les conditions limites en pression sont : p(x = 0) = Ap et p(x = L) = 0. La relation
conduit alors a :

=,«_~.,(1_£)
p=Aap{l-~

Les conditions aux limites en vitesse sont :

u (r=R)=0

du.
“(r=0=0
dr(r )

L'intégration de la relation (5.95) avec les conditions aux limites de la relation
(5.96) conduisent 4 :

_ ﬂ"? 2 _ .2
u.(r) = 4,uL{R r )

3. Le débit masse par unité de longueur de la conduite est :

R
Qm = PIH; (_r}ZR'Fd!‘ = piﬂ_de-
0 8u L

4. Si 1 est le vecteur tangent a la paroi, la contrainte 2 la paroi est par définition :

= - cu
T, =0olt)-t=—
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Avec (5.97) on trouve alors :

ApR
T —_—

P2L
Exercice N°3 : Ecoulement de Couette (cylindrique)

1. L'écoulement a lieu dans le plan (rz) et il est unidirectionnel selon 6. D’autre part,
I’équation de continuité conduit a :

V.n—0- 0:.;,/+laug+ Ouy

ﬁr r 00 ﬁz

Ce qui montre que la vitesse selon 6 ne dépend que de r et donc u = (0,1, (r), 0).
2. Les équations de Navier-Stokes se résument a :

0= _P
or
0- 12,3 (1d0)
rof dr\r dr
0= P
0z

Les égalités 1 et 3 montrent que la pression ne dépend que de 0 et la 2¢ égalité conduit 4 :

P, d(1d00)

- r o dr

u ) = K, K est une constante
a0 dr

Les conditions aux limites en vitesse sont :
u.(r=~R)=0
u,(r = Ry)) = QR,

En intégrant la relation (5.99) avec les conditions aux limites (5.100) on trouve :

RZQ) [Rg—rﬂ)
(R -RP)L

Ug (r) =
3. Le couple a exercer est :
C=1(r=R)S=2ué,_(r=R)2xR, L

g (r = RE)J < 2
r=R! Rz
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Soit :

Exercice N°4 : Surface libre

Les 3 fonctions inconnues u(x,z,t), w(x,z,t) et p(x,z,t) peuvent étre déterminées a 'aide
des 2 composantes de I'équation de Navier-Stokes et de I'équation de continuité.
L’équation de Navier-Stokes s’écrit:

2 2
selon x: p(a—u+ au+w@ = pggina_@+n[5_u+a_u)

ot Uox o} ox 6)(2 622

ow | Ow op X 82
c o w W
selon z: — tUu— tW—e| = = o—-—++ + -
lonz p[ét u@x 62j pgcos 0z n[axz 822]

L’équation de continuité s’écrit:
du , Ow
—+— =00
ox 0z 1)
a. L’écoulement étant par hypothése permanent, on a % = 0 et aucune dépendance
selon x,
.0 P .. OW
i.e. =— = 0 (épaisseur a constante ==> w(a) = 0). Ainsi: — = 0Oet donc w est nul.

0x 0z

b. w étant nul, I'équation 1 indique que u ne dépend que de z. Les équations de Na-
vier-Stokes s’écrivent alors:

2
p . _ 0du
Ao~ pgsina = n— (2)
ox oz
pgcosa+% =0(3)

L'intégration de I'équation 3 conduit a:

p(x,z) = —pgzcosa + f(x) ==>p(z) = p,,, +pgcosa(a—-z)
La pression étant constante sur la surface libre (z = a), on a nécessairement f(x) =

constante dont la valeur est déterminée facilement. p ne dépend donc pas de x.

c. De I'équation 2 on tire:
2
0 . cu . .
'r]U u_P_ pgsina ==> nf— = —pgzsin + A==>nu = — pgz—sma +Az+B

azr  0x oz 2
La condition de non-glissement implique que la vitesse u est nulle sur la plaque (z =
0); en conséquence, B = 0.
La constante A est déterminée en observant que la contrainte de cisaillement
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du

Oxz ~ naz

est nulle sur la surface libre (z = a); on obtient A = pgasina et donc:

= —— 1 — —
u(z) = ! gsma(az '

a .
pgsina 3

d. Le débit par unité de largeur Q,, de la plaque vaut ainsi: Q , = judz = n

0




